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Formulation du problème.

I (X (n),T(n), P(n)
f , f ∈ F) est l’expérience statistique engendrée

par X (n).

I A : F→ S and B : F→ S sont deux applications à estimer
et S est un ensemble doté de semi-métrique ` et ρ.

I Pour toute application X (n)-mesurable Q̃ et à valeurs dans
S,pour tout f ∈ F, q ≥ 1 on définit:

Rq
A
[
Q̃, f

]
= E(n)

f

[
`
(
Q̃,A(f )

)]q
Rq

B
[
Q̃, f

]
= E(n)

f

[
ρ
(
Q̃,B(f )

)]q
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formulation du problème

NB! Nous supposerons que X (n) =
(
X (n)

1 ,X (n)
2

)
, où X (n)

1 ,X (n)
2

sont deux éléments aléatoires indépendants.

I P(n)
1,f et P(n)

2,f dénotent les lois marginales de X (n)
1 et X (n)

2 ;

I E(n)
i ,f , i = 1, 2,–espérance mathématique par rapport P(n)

i ,f .
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Shéma de sélection pour l’estimation de
A.Hypothèses

I H est un ensemble, Hn ⊆ H, n ∈ N∗, sont des sous-ensembles
dénombrables.

I {Âh, h ∈ H}, {Âh,η, h, η ∈ H} – X (n)
1 -mesurable à valeurs

dans S;

I εn → 0, n →∞ est une suite donnée.

Acommute. Âh,η ≡ Âη,h, pour tout η, h ∈ H.

Asup. pour tout n ≥ 1

i) sup
f∈F

E(n)
1,f

(
sup
h∈Hn

[
`
(
Âh,Λh(f )

)
−Ψn(h)

]q
+

)
≤ εqn ;

ii)sup
f∈F

E(n)
1,f

(
sup

h,η∈Hn

[
`
(
Âh,η,Λh,η(f )

)
−
{

Ψn(h) ∧Ψn(η)
}]q

+

)
≤ εqn .

I {Λh(f ), h ∈ H}, {Λh,η(f ), h, η ∈ H} une famille de
fonctionnelles à valeurs dans S;

I {Ψn(h), h ∈ H} – X (n)
1 -mesurable variables positives.
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(Ψn, `)-règle de sélection pour l’estimation de A.

� On définit pour tout h ∈ Hn

R̂n(h) = supη∈Hn

[
`
(
Âh,η, Âη

)
− 2Ψn(η)

]
+

� Soit ĥ(n) ∈ Hn un élément arbitraire X (n)
1 −mesurable

vérifiant :

R̂
(
ĥ(n)

)
+ 2Ψn

(
ĥ(n)

)
≤ infh∈Hn

{
R̂(h) + 2Ψn(h)

}
+ εn

I Posons pour tout f ∈ F, h ∈ Hn et n ≥ 1

B(n)
A (f , h) = `

(
Λh(f ),A(f )

)
+ 2 supη∈Hn `

(
Λh,η(f ),Λη(f )

)
ψn(f , h) =

[
E(n)

1,f
{

Ψq
n(h)

}] 1
q
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(Ψn, `)-règle de sélection pour A et inégalité
d’oracle correspondante

R̂n(h) = supη∈Hn

[
`
(
Âh,η, Âη

)
− 2Ψn(η)

]
+

R̂
(
ĥ(n)

)
+ 2Ψn

(
ĥ(n)

)
≤ infh∈Hn

{
R̂(h) + 2Ψn(h)

}
+ εn

Théorème 1. Suppposons Acommute et Asup vérifiées.

Alors, pour tout f ∈ F, n ≥ 1 on a

RA
[
Âĥ(n), f

]
≤ inf

h∈Hn

{
B(n)

A (f , h) + 5ψn(f , h)
}

+ 6εn.

I B(n)
A (f , h) = `

(
Λh(f ),A(f )

)
+ 2 supη∈Hn `

(
Λh,η(f ),Λη(f )

)
I ψn(f , h) =

[
E(n)

1,f
{

Ψq
n(h)

}] 1
q
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Estimation de B. Hypothèses.

I {B̂h, h ∈ H}une famille d’applications X (n)
2 -mesurable à

valeurs dans S;

But: Borner le risque de l’estimateur de ”substitution” B̂ĥ(n).

I {Υh, h ∈ H} – une famille de fonctionnelles à valeurs dans S.

I En(h, f ) =
(
E(n)

2,f
{
ρq(B̂h,Υh(f )

)}) 1
q

;

BSup. ∃CΨ ≥ 1 tels que pour tout n ≥ 1

i) sup
f∈F

E(n)
1,f

(
sup
h∈Hn

[
ψn(f , h)− CΨΨn(h)

]q
+

)
≤ εqn ;

ii) sup
f∈F

E(n)
1,f

(
sup
h∈Hn

[
Ψn(h)− CΨψn(f , h)

]q
+

)
≤ εqn ;
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Estimation de B. Quelques Notations

Notations.

τn(f ) = sup
h∈Bn(f )

En(h, f ) +

(
5εn

δn

)
sup
h∈hn

En(f , h)

νn(f ) = sup
h∈An(f )

ρ
(
Υh(f ),B(f )

)
+

(
30εn

δn

)
sup
h∈hn

ρ
(
Υh(f ),B(f )

)

An(f ) =
{
h ∈ Hn : Ψn(h) < 4CΨ inf

h∈Hn

[
B(n)

A (f , h) + 2ψn(f , h)
]}

Bn(f ) =
{
h ∈ Hn : ψn(f , h) < 2C2

Ψ inf
h∈Hn

[
B(n)

A (f , h) + 2ψn(f , h)
]}

δn = inf
f∈F

inf
h∈Hn

ψn(f , h)
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Première procédure et inégalité d’oracle.

BSup. ∃CΨ ≥ 1 tels que pour tout n ≥ 1

i) sup
f∈F

E(n)
1,f

(
sup
h∈Hn

[
ψn(f , h)− CΨΨn(h)

]q
+

)
≤ εqn ;

ii) sup
f∈F

E(n)
1,f

(
sup
h∈Hn

[
Ψn(h)− CΨψn(f , h)

]q
+

)
≤ εqn ;

Théorème 2. Supposons Acommute, ASup et BSup vérifiées.

Soit ĥ(n) obtenu par règle de sélection (Ψn, `). Alors, pour
tout f ∈ F et n ≥ 1

RB
[
B̂ĥ(n), f

]
≤ τn(f ) + νn(f ).

τn(f ) = suph∈Bn(f ) En(h, f ) +
(
5εn/δn

)
suph∈hn En(f , h)

νn(f ) = sup
h∈An(f )

ρ
(
Υh(f ),B(f )

)
+
(
30εn/δn

)
sup
h∈hn

ρ
(
Υh(f ),B(f )

)
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Deuxième procédure et inégalité d’oracle.

Problème. Nous remarquons que l’inégalité d’oracle obtenue dans
le théorème 2 n’est pas habituelle.

But. Améliorer l’inégalité d’oracle obtenue dans le théorème 2 en
ajoutant des hypothèses supplémentaires afin d’obtenir une
inégalité similaire à celle du théorème 1.
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Deuxième procédure et inégalité d’oracle .

BSupplem. ∃CE tels que pour tout f ∈ F, n ≥ 1 et h ∈ Hn

sup
f∈F
En(f , h) ≤ CE Ψn(h)

BSuppl. ∃C` tels que pour tout f ∈ F, n ≥ 1 et h ∈ Hn
ρ
(
Υh(f ),B(f )

)
≤ C` `

(
Λh(f ),A(f )

)
Théorème 3. Supposons Acommute, ASup,BSuppl et BSupplem

vérifiées.

Soit ĥ(n) obtenu par la règle de sélection (Ψn, `). Alors, pour
tout f ∈ F, n ≥ 1 et h ∈ Hn

RB
[
B̂ĥ(n), f

]
≤ inf

h∈Hn

{
C1B

(n)
A (f , h) + C2ψn(f , h)

}
+ C3εn

• C1 = 2C` + CE , • C2 = 7C` + 2CE et • C3 = 10C` + 3CE .
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Estimation adaptative de A.

I Soit
{
Fϑ, ϑ ∈ Θ

}
une famille donnée de sous-ensemble de F.

Théorème 4. Supposons Acommute et ASup vérifiées.

Soit ĥ(n) obtenu par la règle de sélection (Ψn, `). Alors, pour
tout ϑ ∈ Θ, on a

sup
f∈Fϑ

RA
[
Âĥ(n), f

]
≤ 5 sn

(
Fϑ
)

I sn
(
Fϑ
)

= sup
f∈Fϑ

[ inf
h∈Hn

{
B(n)

A (f , h) + ψn(f , h)
}]

.

I εn = ◦( inf
ϑ∈Θ

sn
(
Fϑ
)
).
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Estimation Adaptative analogue pour le théorème 2

Théorème 5. Supposons Acommute, ASup et BSup vérifiées.

Soit ĥ(n) obtenu par la règle de sélection (Ψn, `). Alors, pour
tout ϑ ∈ Θ et n ≥ 1, on a

sup
f∈Fϑ

RB
[
B̂ĥ(n), f

]
≤ ϕn

(
Fϑ
)

I
ϕn
(
Fϑ
)

= sup
f∈Fϑ

[
sup

h∈Bn(f )
En(h, f ) + sup

h∈An(f )
ρ
(
Υh(f ),B(f ))

]
.

I
κn
(
Fϑ
)

=
(
5εn/δn) sup

f∈Fϑ

[
sup
h∈Hn

En(h, f ) + sup
h∈Hn

ρ
(
Υh(f ),B(f ))

]
.

I κn
(
Fϑ
)

= ◦(ϕn
(
Fϑ
)
).
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